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Аннотация. Представлена математическая модель теплообменных процессов в порошко-
вой среде. Математическая модель, в которой функции, описывающие температуры ком-
понент смеси, зависят лишь от временных переменных, выведена из более общей матема-
тической модели, известной из литературы и допускающей только численное интегрирова-
ние. В результате расчетов было определено, каким образом диаметр частиц, из которых 
состоит дисперсная компонента порошковой среды, влияет на процесс перехода к равно-
весной температуре в двухкомпонентной смеси. 
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Abstract. The paper presents a mathematical model of heat exchange processes in a powder 
medium. The mathematical model, in which the functions describing the temperatures of the 
mixture components depend only on temporal variables, is derived from a more general mathe-
matical model known from the literature and allowing only numerical integration. As a result of 
calculations, it was determined how the diameter of the particles that make up the dispersed 
component of the powder medium affects the transition to the equilibrium temperature in the 
two-component mixture. 

Keywords: mathematical modeling, ordinary differential equations, bulk density, multiphase 
media 

Acknowledgments: the research was supported by the Grant from the Russian Foundation for 
Basic Research No. 19-01-00442 “Features and effects of wave dynamics of multiphase media”, 
and by the Grant from the President of the Russian Federation No. MK-297.2020.1. 

For citation: Tukmakov D.A. Zero-dimensional mathematical model of heat transfer in a pow-
der medium. Inzhiniring i tekhnologii = Engineering and Technology. 2021;6(1):1–7. (In Russ.). 
doi:10.21685/2587-7704-2021-6-1-10 

Введение 
В естественной природе и технических приложениях встречаются течения сред, являющихся 

неоднородными по своему физико-химическому составу [1–12]. В связи со сложностью проведения 
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физических экспериментов существенное значение при изучении таких сред имеет математическое 
моделирование. Неоднородные среды могут быть гомогенными [1, 8], компоненты которых имеют 
одинаковое агрегатное состояние, или же гетерогенными, компоненты которых имеют различное аг-
регатное состояние. Одним из видов гетерогенных сред являются аэрозоли – газокапельные и запы-
ленные среды [1, 2, 9–12]. В случае, когда масса дисперсной компоненты много больше массы газо-
вой компоненты, такие смеси именуются порошковыми средами, средами насыпной плотности [1–7]. 
Динамика сред насыпной плотности имеет существенные отличия от динамики аэрозольных сред  
[1, 2]. В данной работе представлена математическая модель теплообмена в порошковой среде, в ко-
торой отсутствуют пространственные составляющие уравнений, моделирующих процесс переноса 
тепла между компонентами смеси.  

Рассмотрим известную из монографии [2] математическую модель динамики двухкомпонент-
ной смеси с насыпной плотностью. Для течения с одномерной геометрией потока система уравнений 
движения порошковой среды записывается следующим образом: 
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Здесь α1, α2 – объемные содержания газовой и дисперсной компоненты, ρ1 – плотность газовой 
компоненты, ρ2 – средняя плотность дисперсной компоненты; u1 , u2 – скорости газовой и дисперсной 
компоненты порошковой среды, σ2 – тензор напряжений порошковой среды, ξ2Т – коэффициент пере-
хода сдвиговых напряжений в тепловую энергию, ei – внутренняя энергия i-й компоненты порошко-
вой среды, F12 – функция межкомпонентного обмена импульсом, Q12 – функция межкомпонентного 
обмена теплом, Е1 Е2 – полные энергии динамики каждой из компонент смеси.  

Для уравнений применяются следующие замыкающие соотношения: 
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Здесь с1, с2, λ – теплоемкости газовой и дисперсной компонент смеси, теплопроводность газа. 
M12, Re12, Pr, Nu12 – безразмерные параметры, характеризующие динамические процессы в двухком-
понентной среде и зависящие от скорости движения компонент смеси, при отсутствии скоростей, 
указанных выше, эти параметры равны нулю [2].  

Система уравнений в частных производных (1)–(7) имеет нелинейный характер и может быть 
интегрирована исключительно численными методами, без возможности получить точное решение. 

Если предположить, что все значения скорости приравниваются к нулю, то все динамические 
функции зависят только от временной переменной (система уравнений (1)–(8)): 
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В предположении отсутствия скоростей относительно число Нуссельта, ( )12 2exp 0 2Nu = = . 
Из уравнений (1*), (2*) следует, что плотности компонент смеси являются постоянными вели-

чинами. Из уравнений (2*) и (6*) определяется, что е2р является постоянной величиной. Из замыкаю-
щих соотношений (9) следует выражение  

 22 1
2 2 1 0pT dede de

dt dt dt
ρ + ρ + ρ = .  (7**) 

Из уравнения (9), (6*), (8) следуют уравнения (10), (11) 
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Из уравнения (10), (11) следуют соотношения 
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Введем следующие обозначения для упрощения уравнений (10*) и (11*): 
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Запишем для математической модели начальные условия: 

 ( ) ( )1 10 2 200 , 0T T T T= = .  (16) 

Из начальных условий (16) возможно определить неизвестные коэффициенты системы урав-
нений 
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Рассмотрим результаты расчетов, полученных по формулам (14), (15). 
В расчетах предполагались следующие свойства газовой и твердой компонент смеси: α1 = α2 =  

= 0,5; с1 = 1,007 Дж/(кг·К), с2 = 0,835 Дж/(кг·К), λ = 0,0259 Вт/(м·град), ρ0
1 = 1,2 кг/м3, ρ0

2 = 2500 кг/м3. 

Результаты расчетов 
Решение реализовано в виде компьютерной программы, написанной на языке программирова-

ния Fortran 2003. В результате расчетов наблюдается постепенное выравнивание температуры ком-
поненты смеси (рис. 1). Также наблюдается некоторое уменьшение температуры дисперсной компо-
ненты до равновесного значения (рис. 2). При этом в связи с существенно большей массой дисперс-
ной компоненты смеси более интенсивным процессом является нагревание газовой компоненты, а не 
остывание дисперсной составляющей смеси. Увеличение размера частиц приводит к увеличению 
времени разогрева газовой компоненты (рис. 3) и увеличению времени остывания дисперсной ком-
поненты до равновесной температуры (рис. 4).  
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Рис. 1. Зависимость температур компонент смеси от времени 
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Рис. 2. Зависимость от времени температуры дисперсной компоненты 
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Рис. 3. Зависимость от времени температуры газовой компоненты смеси при различных диаметрах частиц 

Заключение 
В данной работе нелинейная система уравнений в частных производных, описывающая дина-

мику порошковой среды, интегрируемая только численно, при помощи упрощающих допущений 
сведена к системе обыкновенных дифференциальных уравнений, имеющих точное решение. В ре-
зультате расчетов было определено, что двухкомпонентная среда за счет существенно большей массы 
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дисперсной компоненты имеет равновесную температуру, близкую к температуре дисперсной фазы. 
При этом время достижения компонентами порошковой среды равновесного значения температуры 
обратно пропорционально величине линейного размера частиц.  
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Рис. 4. Зависимость от времени температуры дисперсной компоненты при различных диаметрах частиц 
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